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Re´sume´ – Cet article de´crit des statistiques de corre´lation localise´es en fre´quence et position sur la sphe`re et leur application
pour la se´paration de composantes dans les observations multi-spectrales du fonds de rayonnement cosmologique
Abstract – We introduce correlation statistics which are localized both in frequency and position on the sphere and their use
for component separation in multi-spectral observations of the comsmological microwave background.
1 Le rayonnement cosmologique
Le fonds de rayonnement cosmologique ou CMB (Cos-
mic microwave background) est un des piliers de la the´orie
cosmologique moderne. Le mode`le cosmologique standard
(dit de Big Bang) pre´dit que l’Univers observable est bai-
gne´ d’un rayonnement de corps noir a` une tempe´rature
proche de 3 degre´s Kelvin. Son observation par Penzias et
Wilson en 1965 fuˆt que la premie`re e´tape d’une de´marche
a` la fois the´orique et observationnelle qui a place´ les ob-
servations du CMB au coeur de la cosmologie.
Le CMB apparaˆıt extreˆmement homoge`ne : sa tempe´-
rature apparente ne varie que de quelques centaines de
micro-Kelvin sur la vouˆte ce´leste. Les instruments mo-
dernes sont capables, avec une re´solution et une sensibilite´
croissantes de mesurer les “anisotropies du CMB”, c’est-
a`-dire ses variations de tempe´rature δT (θ, φ) autour de
la valeur moyenne (meilleure mesure de cette moyenne :
2.725 ± 0.001 K [4]) en fonction de la direction de vise´e
(θ, φ). Par ailleurs, la the´orie standard pre´dit que cette
carte de fluctuations peut eˆtre mode´lise´e comme une re´a-
lisation d’un champ gaussien ale´atoire, stationnaire sur la
sphe`re. Dans ce mode`le, toute l’information scientifique
porte´e par le CMB est donc encode´e par la densite´ spec-
trale (il s’agit du spectre des fre´quences spatiales) de puis-
sance de ce champ. Les cosmologues sont capables de pro-
poser des mode`les fins de ce spectre, parame´tre´s par la
constante de Hubble, la densite´ totale d’e´nergie cosmique,
la fraction de matie`re noire, etc. . . Ainsi l’estimation spec-
trale du CMB offre une une voie d’acce`s unique a` la mesure
des parame`tres fondamentaux de notre Univers.
On dispose aujourd’hui de plusieurs observations du
CMB, desquels il faut “extraire la science”. Un objectif
majeur est la de´termination non-parame´trique, puis para-
me´trique du spectre (spatial) harmonique du CMB. Mais
la taˆche est ardue pour de nombreuses raisons ; nous n’en
Fig. 1 – Anisotropies du CMB vues a` 33 GHz et 40 GHz
par la mission W-MAP.
e´voquerons que quelques unes, pour lesquelles ce travail
apporte une contribution. 1) Les observations sont enta-
che´es d’un bruit inhomoge`ne, le rapport signal–sur–bruit
se de´gradant avec la fre´quence ; les proprie´te´s statistiques
du bruit sont imparfaitement connues 2) le CMB n’est pas
le seul rayonnement observe´ : des e´missions dites d’avant-
plan (foregrounds) viennent s’y superposer ; celles prove-
nant de notre Galaxie sont fortement inhomoge`nes : la fi-
gure 1 montre deux des cartes des“anisotropies”du rayon-
nement micro-ondes obtenues par le satellite W-MAP de
la NASA dans des bandes centre´es autour de 33 GHz et
40 GHz. 3) ces avant-plans sont plus ou moins bien ca-
racte´rise´s. Les plus contaminants doivent eˆtre masque´s :
la figure 2 montrent les masques utilise´s par l’e´quipe W-
MAP a` diffe´rents niveaux de parano¨ıa pour censurer le
rayonnement de la Voie Lacte´e et d’autres sources extra-
galactiques plus localise´es. 4) un bon rendement scienti-
Fig. 2 – Les masques employe´s pour censurer les e´missions
les plus contaminantes.
fique exige d’exploiter conjointement les observations de
chaque bande.
Plan La section 2 donne quelques e´le´ments d’analyse
spectrale sur la sphe`re et de´crit brie`vement notre me´thode
pour l’estimation directe des spectres de composantes dont
on observe des me´langes multi-spectraux. La section 3 de´-
crit les statistiques utilise´es pour localiser l’information de
corre´lation a` la fois en fre´quence et en position. Ces statis-
tiques donnent une grande souplesse d’utilisation a` notre
me´thode d’estimation spectrale et re´pondent, au moins
partiellement, aux difficulte´s e´voque´es plus haut.
2 Estimation spectrale sur la sphe`re
Nous donnons ici quelques e´le´ments d’estimation spec-
trale sur la sphe`re. Une direction ξ du ciel ou un point
de la sphe`re sont repe´re´s en co-latitude et longitude par
(θ, φ). On notera ξ = (θ, φ).
Sphe`re univarie´e Une fonction sur la sphe`re x(ξ) =
x(θ, φ) se de´compose sur une base doublement indexe´e
d’harmoniques sphe´riques :
x(ξ) =
∑
`≥0
m=+`∑
m=−`
a`mY`m(ξ) (1)
formant un syste`me orthonorme´ :
∫
S2
Y`m(ξ)Y`′m′(ξ)dΩ(ξ) =
δ``′δmm′ pour dΩ(ξ) = sin θdθdφ la mesure de Lebesgue
sur la sphe`re. La variable ` correspond a` la fre´quence (mais
on emploie souvent le terme de ‘multipoˆle’) car toute com-
binaison line´aire des (2`+1) harmoniques sphe´riques d’un
` donne´ est une fonction propre du Laplacien sphe´rique,
associe´e a` la valeur propre −`(`+ 1).
Si x(θ, φ) est un champ stationnaire, les coefficients har-
moniques a`m pre´sentent une structure de corre´lation tre`s
simple :
E{a`ma∗`′m′} = C`δ``′δmm′ (2)
ce qui permet, dans l’hypothe`se gaussienne, d’e´crire la
vraisemblance du mode`le dans l’espace des coefficients har-
moniques de fac¸on tre`s simple. En effet, l’expression (2)
montre que, si un mode`le pre´dit une forme C`(η) du spectre
harmonique en fonction d’un vecteur η de parame`tres, la
vraisemblance de η devant des donne´es x(θ, φ) est propor-
tionnelle a` exp−L(η) avec
L(η) =
1
2
∑
`≥0
(2`+ 1)
(
Cˆ`
C`(η)
+ logC`(η)
)
(3)
ou` Cˆ` est l’estimateur empirique du spectre harmonique :
Cˆ` =
1
2`+ 1
∑
|m|≤`
a2`m (4)
La formule (3) a la meˆme structure que l’approximation
classique de Whittle pour la vraisemblance d’un proces-
sus stationnaire. Toutefois, dans le cas sphe´rique, ce n’est
pas une approximation mais la vraisemblance gaussienne
exacte. Puisque la fonction b → a/b + log b est minimum
pour b = a, l’expression (3) interpre`te la vraisemblance
comme une mesure de l’e´cart entre le spectre harmonique
empirique Cˆ` et un mode`le parame´trique C`(η) d’icelui.
La figure 3 montre le spectre harmonique empirique Cˆ`
(points gris), moyenne´ sur des bandes de fre´quence (points
noirs, avec barres d’erreurs) et le meilleur mode`le the´o-
rique ajuste´ sur ces donne´es, tels qu’ils ont e´te´ de´termine´s
par l’e´quipe de traitement de donne´es de la mission W-
MAP [1].
Fig. 3 – Spectre empiriques et meilleur fit du mode`le cos-
mologique obtenus par WMAP (c.f. texte).
Sphe`re multi-varie´e Si le CMB est observe´ dans M
bandes de fre´quence centre´es autour de ν1, . . . , νM , on
disposera pour l’infe´rence d’un ensemble de M champs
x1(θ, φ), . . . , xM (θ, φ) que l’on collecte dans un M × 1
vecteur X(θ, φ). On note alors a`m le M × 1 vecteur qui
collecte leurs coefficients harmoniques. Les conside´rations
pre´ce´dentes s’adaptent a` ce cas multi-varie´ en de´finissant
la matrice spectrale empirique au multipoˆle ` :
Rˆ` =
1
2`+ 1
m=+`∑
m=−`
a`ma
†
`m
de taille M ×M pour chaque `. Un mode`le cosmologique
statistique pre´dit la valeur moyenne R`(η) = E(Rˆ`) de ces
matrices qui contiennent les auto– et inter–spectres des
composantes du champ. A nouveau, pour un mode`le gaus-
sien stationnaire, la probabilite´ d’un ciel multi–spectral est
proportionnelle a` exp−L(η),
L(η) =
∑
`≥0
(2`+ 1)K[Rˆ`, R`(η)], (5)
ou` K[·, ·] est une mesure de l’e´cart entre deux matrices
positives de taille M ×M de´fini par :
K[R1, R2] =
1
2
[
trace
(
R1R
−1
2
)− log det (R1R−12 )−M]
Ainsi, maximiser la vraisemblance d’un mode`le parame´tre´
par η revient a` minimiser le de´sajustement spectral moyen
entre matrices empiriques Rˆ` et matrices the´oriques R`(η)
tel qu’il est mesure´ par L(η).
Estimation spectrale de composantes Cette section
indique notre approche pour estimer le spectre harmo-
nique du CMB quand d’autres e´missions s’y superposent
et que les donne´es sont bruite´es. Un mode`le tre`s simple
des observations est alors
xi(θ, φ) =
N∑
j=1
aijsj(θ, φ) + ni(θ, φ)
ou` Ni(θ, φ) repre´sente la contribution du bruit dans la i-
e`me bande de fre´quence. Les coefficients aij expriment la
variation d’e´missivite´ d’une composante j en fonction de
la fre´quence d’observation νi. Il s’agit donc ici du mode`le
classique de se´paration de sources dans le cas d’un me´-
lange ‘instantane´’ bruite´ que l’on e´crira vectoriellement
X(θ, φ) = AS(θ, φ) + N(θ, φ) avec une matrice de me´-
lange A de taille M ×N . Les matrices spectrales prennent
la forme
R`(η) = A diag(Ci`)A
† + diag(C˜j` ) (6)
ou` Ci` est le spectre harmonique de la i-e`me composante
et C˜j` est le spectre harmonique du bruit dans le j-e`me
canal. La diagonalite´ est une conse´quence de l’hypothe`se
d’inde´pendance entre composantes et entre bruits.
Notre estimateur du spectre harmonique des diffe´rentes
composantes s’obtient en minimisant la fonctionnelle (5)
par rapport a` tout ou partie des parame`tres du mode`le (6).
Cet estimateur est celui du maximum de vraisemblance
pour un mode`le gaussien stationnaire plein-ciel (i.e. les
observations sont disponibles sur toute la vouˆte ce´leste).
Apre`s estimation des parame`tres (ηˆ = argminL(η)), on
estime e´ventuellement les composantes par application du
filtre de Wiener construit avec ces parame`tres.
Compression Dans la pratique, il est inte´ressant de
compresser les statistiques en moyennant les matrices spec-
trales empiriques sur des bandes de fre´quenceBj = {`(j)min ≤
` ≤ `(j)max. On de´finit pour chaque bande j
Rˆ(j) =
1
nj
∑
`∈Bj
(2`+1)Rˆ`, R(j)(η) =
1
nj
∑
`∈Bj
(2`+1)R`(η),
(7)
ou` nj =
∑
`∈Bj (2`+1) est le nombre de modes de Fourier
dans la bande j. Si R`(η) est constant sur chaque bande,
alors le mismatch (5) s’e´crit aussi
L(η) =
∑
j
njK[Rˆ(j), R(j)(η)] (8)
montrant que le moyennage par bandes se fait sans perte
d’information. Si R`(η) varie peu, la perte d’information
de Fisher reste faible. Meˆme dans le cas contraire, la me´-
thode reste ‘consistante’ car le moyennage par bandes ne
de´truit pas la structure (6). La forme (8) est celle adopte´e
dans nos premie`res e´tudes [3].
3 Statistiques spectrales localise´es
Des statistiques spectrales localise´es permettent de faire
face a` deux des difficulte´s mentionne´es plus haut qui sont
toutes deux lie´es a` la perte de stationnarite´.
Tout d’abord, l’e´mission galactique est extreˆmement forte
par rapport a` celle du CMB : dans la pratique, l’approche
la plus prudente est de censurer le voisinage de la zone
e´quatoriale ou` elle est concentre´e. Il en est de meˆme de
l’e´mission de certaines sources quasi-ponctuelles connues,
situe´es en dehors du plan galactique. On a donc a` faire
en pratique a` une sphe`re incomple`te. Les masques utilise´s
pour censurer les zones contamine´es (fig. 2) empeˆchent ce-
pendant d’exploiter simplement la stationnarite´ du champ
telle qu’elle s’exprime dans la transforme´e en harmoniques
sphe´riques et par l’e´quation (2).
En second lieu, l’e´mission galactique reste significative
meˆme en dehors d’un masque e´quatorial. On doit alors
prendre en compte le fait que son e´missivite´ varie (len-
tement) en fonction de la latitude. Une autre source de
non stationnarite´ est celle du bruit : les cartes du ciel sont
construites a` partir d’un balayage du ciel selon une stra-
te´gie savante mais qui ne peut garantir l’uniformite´ de la
couverture du ciel. Les zones les mieux couvertes sont af-
fecte´es d’un bruit plus faible.
Ces difficulte´s peuvent eˆtre contourne´es en de´finissant
un outil d’analyse direction–multipoˆle, e´quivalent sphe´-
rique du temps–fre´quence ou temps–e´chelle utilise´ pour les
se´ries chronologiques. Nous avons de´ja` conside´re´ une telle
approche en utilisant des ondelettes carte´siennes dans une
approximation de la sphe`re par des plans tangents [6] et
par des ondelettes sphe´riques dyadiques [5]. Nous pre´sen-
tons ici une approche tre`s simple permettant un de´coupage
arbitraire du domaine des fre´quences. Ce dernier point est
tre`s important pour adapter les statistiques aux spectres
sous–jacents.
Nous de´finissons une famille {wj(`)}j≥0 de feneˆtres spec-
trales, avec wj(`) ≥ 0 pour ` ∈ [`(j)min, `(j)max] et nulle ailleurs.
Ces intervalles couvrent l’espace des fre´quences sans eˆtre
ne´cessairement disjoints. On requiert∑
j
wj(`) = 1 (9)
et l’on de´finit, pour un champ sphe´rique X(ξ) se de´com-
posant selon (1), un champ lisse´ X(j) a` l’e´chelle j par
X(j)(ξ) =
∑
`≥0
∑
|m|≤`
wj(`)a`mY`m(ξ) (10)
La proprie´te´ de reconstruction X(ξ) =
∑
j X
(j)(ξ) est
garantie par la condition (9). La localisation spectrale
des sphe`res lisse´es est obtenue en localisant les feneˆtres
wj(`) dans l’espace harmonique. La sphe`re lisse´e X(j) est
aussi la convolution de X(ξ) avec une fonction zonale
(axi–syme´trique) dont la de´composition harmonique est∑
`≥0 wj(`)Y`0(ξ). Le support (ou l’ouverture angulaire)
de cette fonction est controˆle´e par la largeur et la douceur
des feneˆtres spectrales.
Nos statistiques de corre´lation direction–multipoˆle s’ob-
tiennent en de´finissant —en sus des feneˆtres spectrales
wj(`)— des feneˆtres spatiales vk(ξ) centre´es atour de di-
rections ξk. On forme alors des matrices de corre´lation par
Rˆj,k =
1
mk
∫
ξ∈S2
vk(ξ)X(j)(ξ)X(j)(ξ)†dΩ(ξ) (11)
ou`mk =
∫
vk(ξ)dΩ(ξ). Le mode`le est moyenne´ de la meˆme
fac¸on : Rj,k(η) = 1mk
∫
vk(ξ)R(j)(η)dΩ(ξ). Cette dernie`re
ope´ration donne Rj,k(η) = R(j)(η) (soit une ope´ration
vide) pour des mode`les stationnaires, comme nous l’avons
suppose´ jusqu’ici. Mais une des possibilite´s offertes par les
matrices spectrales direction–multi–poˆles est pre´cise´ment
de permettre d’inte´grer une part de non–stationnarite´ :
on peut, par exemple, imaginer un mode`le dans lequel
une colonne de A change avec la latitude pour repre´senter
la variation d’e´missivite´ d’une composante particulie`re en
fonction de son e´cart au plan galactique.
Les parame`tres du mode`le (c’est-a`-dire, l’ensemble des
quantite´s η qui de´terminent les matrices de covariance
spectrales localise´es a` la fois en direction et en fre´quence
seront estime´s par la minimisation du de´sajustement spec-
tral moyen de´fini par
L(η) =
∑
k
∑
j
mknjK[Rˆj,k, Rj,k(η)]. (12)
Bien entendu, les diffe´rentes matrices spectrales empiriques
localise´es ne sont, en ge´ne´ral pas statistiquement inde´pen-
dantes a` la diffe´rence du cas stationnaire plein ciel. Par
conse´quent, l’expression (12) ne peut eˆtre celle de la log–
vraisemblance. Elle fournit cependant une approximation
plausible. La “consistance” de l’estimateur associe´ repose
a` nouveau sur le fait que les ope´rations de localisation en
fre´quence comme en direction ne de´truisent pas la struc-
ture alge´brique (6).
4 Conclusion
Nous avons introduit des matrices de corre´lation direction–
multi–poˆle fournissant un crite`re de vraisemblance appro-
che´e pour la se´paration de composantes dans des observa-
tions sphe´riques multi–varie´es. Ces statistiques permettent
de travailler avec une grande souplesse dans un contexte
non–stationnaire.
Nous n’avons pas aborde´ la question de l’implantation
de notre estimateur. Elle se de´compose en deux parties : le
calcul des matrices spectrales localise´es (11) et la minimi-
sation du crite`re (12). Cette dernie`re n’est pas spe´cifique ;
on pourra consulter [2]. Concernant le calcul des statis-
tiques, seule la partie sphe´rique est non triviale et rend
ne´cessaire l’emploi d’un logiciel de pixelisation de la sphe`re
et de calcul de la transforme´e en harmoniques sphe´riques,
tel que HEALPix1 ou GLESP2.
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